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Uvod:

Cim se v mechanice tekutin zabyvame?

Vlastnosti kapalin.
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Metody popisu kontinua:

Lagrangeiv popis kontinua.
Ten jiZz v podstaté znate. Jde o to sledovat Castici kapaliny — jeji drahu a chovani v Case.

Euleriv popis kontinua.
Moc ho nezajima pohyb Castice. Spise je zaméten na oblast proudéni jako na pole
n¢jakych veli€in a to bud skalarnich nebo vektorovych (rychlost, tlak, atd.)

Priklady - formule 1
- piliny
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Metody popisu kontinua: Lagrangeuy popis kontinua

V Case t=t, vybereme konkrétni Castici a budeme sledovat jeji polohu v ¢ase. Poloha je
funkci ¢asu a toho, kterou ¢astici jsme vybrali.

r.=f.(ab,c,t) Draha &stice

Pro konkrétni Castici plati okrajovd podminka

Véase [ = to

Plati: V.= I/'(O)l. Kde: I/'(O)l. = (Cl, b, C‘)

Pti dalSim sledovani této Castice v Case jsou jiz Lagrangeovy
soufadnice a, b, ¢, konstantni.
Po vybrani konkrétni Castice je jiz trajektorie pouze funkci ¢asu t.

Rychlost ¢astice ur¢ime derivaci funkce polohy podle Casu. Zrychleni ¢astice uréime
druhou derivaci funkce polohy podle ¢asu.

dr, . d’r
y =—~L =
"dt Coodr’
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Metody popisu kontinua: Euleruy popis kontinua

V tomto ptipadé nejde o trajektorii Castice. Jde o to sledovat rozloZeni dané veliCiny
(rychlost, tlak, hustota atd.) v oblasti, ktera je predmétem naSeho zajmu.

v, =v,(r;,1)
p=p(r,?)

Sledujeme danou veli¢inu jako pole, nepfifazujeme ji konkrétni Castici.

| Rychlostni pple v. I
X2 y H/IJD X2 | Rychlost v bodé podle Eulera
¢
G-.__h_o-.__‘n—ho—h\v"”' t;
ﬂ-.__‘d-__‘hb—hn—ba'""' & -El
0-»-_.‘?--.__._'1-._*0--._*0"’* C'_;
K|= X]::

U tohoto piipadu popisu kontinua mame problém s uréenim zrychleni €astice.
Respektive s urenim ¢asové zmény jakékoli veliCiny svazané s danou ¢éastici.
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Metody popisu kontinua: Euleruy popis kontinua

Pokud budeme chtit sestavovat pohybovou rovnici budeme chtit znat zrychleni ¢astice a to je u
Eulerovy metody popisu kontinua problém.

Je to dano tim, ze nesledujeme pohyb konkrétni Castice, proto je rychlost funkci polohy a ¢asu.

v, =v(x;,1)

Rychlost ¢astice v Case t+dt miZzeme urcit
pomoci Taylorova rozvoje z bodu x;. X

ov.(x,,t ov.(x.,t
ACTEL RPN/ CITL
Ox . / ot

J

vi(x; +dx;,t+dt)=v,(x,,t)+

Ptredchozi vztah vyjadiuje rychlost Castice v Case t+dt. Tento vztah plati pro malé dt, pokud je dt
mal¢ pak je male i dx;. Na zakladé¢ tohoto pfedpisu pak muZzeme ur¢it zrychleni Castice.
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dv, Vv,(x;+dx;,t+dt)-v,(x,,1)
dt dt



Metody popisu kontinua: Euleruy popis kontinua

Do vztahu pro zrychleni ¢astice dosadime z Taylorova rozvoje.
ov, ov.
P _tdx, +—dt 7
dv. OX, ot

dt dt

Po upravé dostaneme

dv. Ov, dxj+(9vl. _le.+8vl.v _Dv,
dt ox, dt ot ot ox, ' Dt

Ptredchozi vztah vyjadiuje zménu rychlosti Castice na pii pouziti Eulerova popisu kontinua.

Tento predpis se da zobecnit pro casovou zménu jakékoli veli€iny, ktera je vdzana na Castici.

Nazyvame ji tzv substancionalni derivaci, materialovou derivaci ¢i uplnou derivaci podle

casu
v, DA 0A
— — = —V.
Dt Dt ox, '
Prvni €len vyjadiuje tzv. lokalni zménu a druhy tzv. dané¢ veli€iny.

V ptipadé substancionalni derivace rychlosti jde o lokalni zrychleni a konvektivni zrychleni.
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Metody popisu kontinua: Euleruy popis kontinua

Substancionalni — materialova derivace.

DA GA 0A
Dt ot ax ¢

Ta je velkym problémem Eulerovy metody popisu kontinua.
Proc?

Nelinearni ¢len.

Problém u Bernoulliho rovnice — kvili ni musime integrovat po proudnici a ne po
libovolné kiivce

Diky ni se v Reynoldsové rovnici vyskytuji Reynoldsova napéti a musime tedy diky
tomu zavadét modely turbulence.
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Metody popisu kontinua: Prechod Lagrange— Euler

Podle Lagrange je pohyb konkrétni Castice popsan rovnicemi

x, =x,(a,b,c,t)

Rychlost:
b - dx,(a,b,c,t)
i dt

a, b, ¢ jsou parametry, které miizeme vyjadiit z rovnice pro trajektorii. (V ptipadé, Ze rovnice
jsou vzajemn¢ jednoznacné. Mame tii rovnice o ttech nezndmych a, b, c. Vyjadiime je a
dosadime do rovnice pro rychlost a tak jsme ptesli k Eulerovu popisu kontinua.

=V, (a9b9 C, t)
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Metody popisu kontinua: Prechod Euler — Lagrange
Mame rychlost uvedenou v Eulerovych soutadnicih.
v, =v,(x;,1)

Pro rychlost Castice musi platit
dx,
dt

=v,(x;,1)
dx, =v,(x;,1).dt

Jedna se o tfi1 diferencialni rovnice. Z nich vyjadiime x;. Pfi integraci pak musime zjistit tii
integracni konstanty C,, C, a C;. Tyto tf1 integracni konstanty ur¢ime na zakladé toho, Ze v Case
t=t, zname polohu cCastice. Tim padem vSak jsou tyto integrac¢ni konstanty vlastné Lagrangeovy
proménne a, b, c.
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Zakladni pojmy: Trajektorie Castice

Lagrangeiiv popis kontinua.

V tomto ptipadé€ jsou trajektorie zakladem této metody popisu kontinua a z nich musime vse
odvozovat.

x, =x,(a,b,c,t)

Euleriv popis kontinua.

Tady musime trajektorie urcit, ve vétSing€ piipadii numericky z nasledujicich vztaht.

X, = J-vl.(xj,t).dt
0

Casovy interval <0,t> mizeme rozdélit na velmi kratké dasové useky. Predpokladame, Ze v
tomto Casovém useku bude rychlost konstantni. Novou polohu ¢astice, za kratky ¢asovy usek At,
tedy miZzeme vypocitat nasledujicim zptiisobem

Xsani = Xy T v(t)i(x ol ).At
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Zakladni pojmy: Proudnice

Proudnice je mySlena krivka, ke které jsou rychlosti te¢né.
Pojem proudnice je uzce spjat s Eulerovym popisem kontinua.

\Z Vektor rychlosti
X2

dSi =T, .ds  Vektor vyjadiujici element proudnice

T, Jednotkovy tecny vektor k proudnici

ds Velikost elementu proudnice

Jak mizeme vyjadrtit, ze vektor ds; a v, leZi na spole¢né nositelce?

E,v,ds, =0

Ptedchozi rovnici je mozné take vyjadrit nasledujicim zplisobem

ds, ds, ds

— =3 = konst

V; v, V5
Pouze v pripad¢ ustaleného proudéni jsou proudnice a trajektorie shodné kiivky.
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Zakladni pojmy: Kriticky bod

Kriticky bod je misto, v proudove oblasti, kde je rychlost nulova.
v, =0

V kritickém bodg, €1 v jeho blizkosti mohou mit proudnice nasledujici tvary

VA

K,
\K
K, K

Proudnice se mohou ke kritickému bodu blizit

v ©
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Zakladni pojmy: Proudova trubice

Proudova trubice je tvofena proudnicemi, které prochazeji uzavienou kiivkou, ktera neni
proudnici.

Priitok uzavienou plochou elementu proudoveé trubice miizeme vyjadiit nasledujicim zptisobem.

0,
J-vl. n.dsS =0

S:Sl +S2 +F

Pro nestlacitelnou kapalinu plati

J-vl. n.dS =0

S:Sl +S2 +F

J-vl. n.dS + J-vl. n.dS+ | Wn..dS =0
Sy

Si

Vi My Sy TV M-S =0

~VanOm T VO =0 VoSO m = VO
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Zakladni pojmy: Rozklad pohybu dvou castic

Pti feSeni pohybu castic kapaliny je tfeba si v§imat ne jen jedné¢ Castice, ale dvou Castic.

Mame dva blizke body x; a x*;. Rychlost v
bodé x‘, miizeme potom vyjadiit pomoci

f '

rychlosti v bod¢€ x; s vyuzitim Taylorova 1 V i(X J?t)
rozvoje. X

ov,
V'i:\}i + d (X'—X) dX‘l .

J J ’
Ox . .
] &
Ve vztahu je tenzor druhého fadu v... Xi '; =
” - vi(x;,)
J
ov, . .
Vi = a— =€, + @,
xj

Ten miizeme rozloZit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast — viz matematicky avod

1 av_ aV. . 1 aVl. avj
e =— A e a)ij -~ o
7 2lax ox 2{ ox, Oox
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Zakladni pojmy: Rozklad pohybu dvou castic

Takze rychlost v, miiZzeme vyjadiit

Podle tohoto rozkladu miizeme rychlost pohybu ¢astice rozlozit na tii slozky

Vi=v + é...(x’.—x | )+ a')...(x’.—x )
1 1 y J J y J J

Se symetrickym tenzorem rychlosti deformace e;;uz nemiZzeme dé¢lat nic.

Antisymetricky tenzor @; miizeme jesté upravit.
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Zakladni pojmy: Rozklad pohybu dvou castic

Antisymetricky tenzor @; muZeme jesté upravit.

ox, Ox, ox, Ox,
ov, 0y ov, 0v,
(871_87J _(E_T%j
ox, Ox, ox, Ox,

Tento tenzor ma pouze 3 nezavislé slozky, to znamena, ze bychom se mohli pokusit vyjadiit ho
pomoci vektoru o, , ten ma takeé jen tti slozky.

1{ov, Ov, 1{ ov, oOv, 1{0ov, Oy
W =———— 0, =—| ————= 0, =—| ———
2\ 0x, Ox, 2\ ox;  Ox 2\ ox, Ox,

1 : 1 ov,

a)l. = —E.gl.jk.a)jk :5.81.1.](.5

J
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Zakladni pojmy: Rozklad pohybu dvou castic

|
; _E'Ey'k Jjk
1 /
- _ X &
a)l i .g]kl .a)Jk nki
2
| :
nki a)z - _E'Enkl g]ki 'a)jk gnkz 8]kl = 2 5nj
1 2.0
gnkz a)z =AYy a)Jk
2
—0,, =&,;.0; Zaménime indexy
a)l.j = gijk .a)k
a)zk = gijk.a)]
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Zakladni pojmy: Vektor viru rychlosti (2,

Vektor viru rychlosti je definovany operatorem rotor, ktery budeme aplikovat na pole rychlosti.

Q=¢ 0V, _ov o, 5 O ov, v

: o 'oox, ox. ' ox, Ox, 3:5351_5—352’

2 3 3 1
J

KdyzZ to zkontrolujeme s dfive zminénym vektorem, ktery jsme nahradili tenzor rychlosti
rotace, tak zjistime, Ze tento vektor je poloviéni viic¢i vektoru viru rychlosti Q..

(2 =2
Vektor o, nazyvame vektorem uhlové rychlosti.

Pole vektoru viru rychlosti je polem nezfidlovym. To znamenad, Ze pokud budeme na vektor
viru rychlosti aplikovat divergenci pak musime dostat nulu

div() =0
| Dikaz |

1.
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Zakladni pojmy: Vektor viru rychlosti

div(). = o€ + ot + o€,
ox, Ox, Ox,
div() = 0 [0Ov, Ov, N 0 | Ov, 0Ov, N 0 (0ov, O
ox,\ox, oOx,) ox,\ox, oOx, ) ox,\0Ox 0Ox,
I — 0%v, 4 o’v, 4 0%y, y 0%v, 4 o*v, 4 0%y,
' Ox,.0x, Ox,.0x, Ox,.0x, Ox,.0x, Ox,0x, OX,0x,
I — 0%y, B 0%y, N o*v, B o*v, N 0%y, B 0%y,

Ox,.0x, Ox,.0x, Ox,0x, 0x,.0x, O0x,.0x; Ox,0x,
divQ). =0
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Zakladni pojmy: Vektor viru rychlosti (2,

Podle vektoru viru rychlosti miizeme délit proudéni na dva typy

1. Nevirivé proudéni — potencialni proudéni (Existuje potencial rychlosti @)

Trajektorie Castice

2. Virivé proudéni

Q. #0

Trajektorie Castice
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Zakladni pojmy: Virova cara
Virova Cara je myslena krivka, ke které jsou vektory viru rychlosti tecné.
Q). Vektor viru rychlosti X2
dxl. =T, .dL Vektor vyjadiujici element vir. &ary
T. Jednotkovy tecny vektor k virové ¢are

dL Velikost elementu virové cary

Podobné jako u proudnice vyjadiime, Ze vektor dx; a €2, lezi na spolecné nositelce.

€, -£2,.dx, =0

Ptedchozi rovnici je mozné take vyjadrit nasledujicim zplisobem

dx, _ dx, _ dx, _ konst
Ql Q2 Q3
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Zakladni poymy: Intenzita viru — virova trubice

Virova trubice je podobné jako proudnice tvofena virovymi ¢arami, které prochdzeji uzavienou
kiivkou, kterd sama neni virovou ¢arou.

Tok vektoru viru rychlosti uzavienou plochou elementu virové trubice miizeme vyjadrit
nasledujicim zpiisobem.

[Q,n,.ds=0

S:S1 +S2 +F

[Qn.dS+ [Q.n.dS + | n,.dS =0
S, S,

Q1 MyiS ) €2 M2y52) =0

=050 +£2,5)52, =0

QS = Q)S

(nl) (n2)~(2)

Veli¢ina p se nazyva intenzita viru. Ta se podél virove
U, =Q S =Q S =y trubice neméni. To znamena, ze virova trgbice je bgd’
O (n)™(D) (n2)=(2) ) pekoneénd, uzaviena nebo se dotyka hranice oblasti.
Tento zavér se nazyva druhou Helmholtzovou vétou

o prostorovém zachovani viru.
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Zakladni pojmy: Cirkulace rychlosti

Urcovani intenzity viru je pomérné komplikované proto zavedeme dalsi veli¢inu Cirkulaci
rychlosti. Jedna se o skalarni veli€inu.

.....

Element kiivky: dkl =T, dk = dxl.

SoZka rychlosti v V.. =V.T.
tecném smeru: ) !

Cirkulace: I = §V(t).dk = §Vi T, dk = &Vi .dxl.
k k k
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Zakladni pojmy: Stokesova veta

Stokesova véta vyjadiuje vztah mezi tokem vektoru viru rychlosti plochou a cirkulaci podél
hranice teto plochy.

U= jQi.nl. ds = J‘(rotﬁ)i n.dsS = &vl..rl. dik=T
s s k
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Na zakladé této véty je mozné dokazat, Ze pii potencialnim proudéni nemohou byt proudnice

uzaviené krivky.



Zikladni pojmy: Casova derivace cirkulace podél uzaviené kiivky

Jedna se o cirkulaci kolem plovouci kiivky.
I = &vl.ridk = §vl.dxl.
k k

Za Casovy okamzik se ¢astice
tvortici kiivku presunou do noveé
pozice.

Kiivka k prejde do kiivky k.

Cirkulaci kolem plovouci kiivky
v Case t+dt je mozné vyjadrit

I''= ﬁv’i T dk'= ﬁv’i dx’
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Zikladni pojmy: Casova derivace cirkulace podél uzaviené kiivky

Casovou zménu cirkulace podél plovouci kiivky miizeme tedy vyjadfit

ar’ _d §vdxl —§{d—vdx +v, d(dx")}
dt  dt ™ dt dt

Nyni je tfeba vyjadiit zménu elementu dx; v Case.
dx' =x, +dx, + (V,- +dv, ).dt — (xl. +v, .a’t)
dx' =dx +dv,.dt
d(dx,) dx'—dx, dx, +dv,.dt—dx

— [ I I i :dvi
dt dt dt

4l _ §[_ dx, +v,.dv } b, dv, = W(éj ~0

d—r—§—dx —§a dx,

o xi+dxi+(vi+dvi).dt
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Zakladni pojmy: Otazky

1. Metody popisu kontinua a zakladni poymy (trajektorie, proudnice, rozklad
pohybu dvou cCastic na rychlost translace, rotace a deformace, proudova
trubice)

2. Zakladni poymy vitfivého pohybu kapalin.(rotor vektoru rychlosti a thlova
rychlost, vifivy pohyb, virova Cara, virova trubice, intenzita viru, cirkulace
rychlosti, Stokesova véta, asova derivace rychlosti podél uzaviené kiivky)
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Tak to je v§e
konec
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Draha cCastice




Tvar proudnic v okoli zdroje/propadu




Kritické body na profilu



Kritické body — rotujici valec



Proudnice se ke kritickému bodu blizi

/K//////



Proudnice, pti potencialnim proudéni kolem viru.



