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3 Hydrodynamika

Rozdéleni proudéni:

Zakladni rovnice: =~ Rovnice kontinuity
=~ Pohybové rovnice
* Eulerova rovnice hydrodynamiky
* Navier Stokesova rovnice

* Reynoldsova rovnice

Odvozené rovnice: & Bernouliova rovnice

% Véta o zméné hybnosti
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Hydrodynamika — rozdeleni proudéni

Podle dimense

1D - jednorozmérné

2D — dvourozmérné, rovinné.

3D — tfirozmérné, prostorove.

Podle zavislosti na ¢ase
Stacionarni

Nestacionarni

Podle vlastnosti kapaliny - tekutiny

Podle zavislosti na viskozité

Podle stlacitelnosti

: proudéni neviskosni kapaliny
: proudéni viskozni kapaliny

- newtonské kapaliny
- nenewtonské kapaliny

: proudéni nestlacitelné kapaliny
: proudént stlacitelné kapaliny
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Hydrodynamika — rozdeleni proudéni

Podle pohybu Castic
Nevifivé = potencialni proudéni
Vitive proudéni idedlni kapaliny (neni zde disipace energie)
Proudéni skute¢né kapaliny
- Laminarni proudéni
- Turbulentni proudéni

- Pfechodové proudéni
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Hydrodynamika — proudéni skutecnych kapalin

Newtonuv zakon.

Vlivem viskozity se v kapaliné vznika te¢n¢ napéti t

T VAl
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Hydrodynamika — proudéni skutecnych kapalin

Laminarni proudéni Turbulentni proudéni
Castice se pohybuji po vrstvach, ve Castice se pohybuji napfi¢ stiedniho
sméru sttedniho proudu proudu.
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Hydrodynamika — zakon zachovani hmoty

Zakon zachovani hmoty je vyjadien rovnici kontinuity. Mdme dvé moznosti vyjadieni

I. Kontrolni objem

de :povini.dS
0
AQ. :[p v -dS 8t-,[p
Q_Fp.ﬁvi =0
Dt OX,
- ]
II. Pclli)voum objem .
\4
Z(p-av)=0
dt(p ) ¥
]



Hydrodynamika — zakon zachovani hmoty

Odvozeni

0
:‘;p v - dS = —alp.dV

Na levou stranu pouzijeme GO vétu

o(p-v, 0
[ (o V’)-dV+_£a—€.dV=0

y  OX,

op n @(p Vi ) -0

ot Ox,
ap+apvi+pavi=0
ot Ox, Ox,
Q +p- avi =0

Dt OX.
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Hydrodynamika — diikaz

A dX B At. dX' .B;
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Hydrodynamika — Pohybova rovnice

Pohybova rovnice je sestavena na zakladé dynamické silové rovnovahy na makroskopickou
castici. Vyuziva se d‘Alambertova principu.

Sily plisobici na element kapaliny (makroskopickou ¢astici)

Hmotnostni sily Jsou umérné hmotnosti elementu. Napft. tihova sila, setrvacna sila.

Plosné sily Jsou umérné¢ plose elementu.
Sila vyvolana vektorem nap¢ti

Pohybové rovnice v hydrodynamice

Eulerova rovnice hydrodynamiky.

Navier Stokesova rovnice.

Reynoldsova rovnice.

Pohybova rovnice idealni kapaliny. Jedna se o
neviskozni kapalinu.

Pohybova rovnice viskozni kapaliny. Jedna se o
pohybovou rovnici pii laminarnim proudéni

Pohybova rovnice viskozni kapaliny. Jedna se o
pohybovou rovnici pii turbulentnim proudéni.
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Hydrodynamika — Eulerova rovnice hydrodynamiky

Eulerova rovnice hydrodynamiky — pohybova rovnice idedlni (neviskozni) kapaliny.
Vyjadiu-je silovou rovnovahu na element kapaliny.

Vychéazime z Eulerovy rovnice hydrostatiky. S tim, ze ¢astice se jiz pohybuje. VyuZijeme
d‘Alambertova principu.

1 op

G TS

P OX;

Dv, 1 op

e Yo T T AT

Dt P Ox,

ov, Ov, 1 op
TV T Ay T

ot Ox, P Ox,

J
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Hydrodynamika — Eulerova rovnice hydrodynamiky

Eulerova rovnice hydrodynamiky mizeme jeSté upravit s vyuzitim poznatki z
matematického tivodu.

ov, ov, ov

V. =—€. £ V. + .
k
ox. ’ memtox T ox.

J n i
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Hydrodynamika — Eulerova rovnice hydrodynamiky

Pak dostavame Lamb-Gromekiiv tvar Eulerovy rovnice hydrodynamiky.

] ov .
ov, — Ly Ve "V, =y, )
Ot OxX, p Ox,

l

. 1 1
§Vl o 8ikm ‘Qm‘vk T @ ( sz - a(f)i o _ﬁ_p
Ot ox; \ 2 P Ox,
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Hydrodynamika — Navier Stokesova rovnice

Navier Stokesova rovnice — pohybova rovnice viskozni, nestladitelné kapaliny pii laminarnim
proudéni. Odvozenti je stejne€ jako v pripadé Eulerovy rovnice hydrostatiky a hydrodynamiky.
Hlavni zména je v plosSnych silach.

ov, N ov,

ov, 0v, 1 op

—Lly
ot Ox, /

1 + l —

A pyi

pox

+v.grad(v)=a, —lgrad(p) + Ay
0 p p

ot

ov, ov, 1op uf 0 o*v, 0%y,
t— Wt —wm=a,-—-+— + +
ox, Ox, pox, plox.0x, O0x,.0x, Ox;.0x, Izl
ov, ov, 1 op uf 0%, 0%v, 0%y, .
LtV vy =a, + +

ox, Ox, pox, pl\ox.Ox, Ox,.0x, Ox;.0x, .
2 2 2 ZI

+8v3v2+8v3v3:a(f)3_l8_p+ﬁ 0°v, N 0°v, N o0°v,
ox, ox, pox; plox.0x, O0x,0x, Ox;.0x, .



Hydrodynamika — Navier Stokesova rovnice, odvozeni

Zména pii psani silové rovnovahy na element kapaliny je pouze v plo$nych silach. Uprava

/ I
T3l

1
//T23 g |

bude provadéna pouze pro ploSné sily ostatni zlistava.

1 — Index plochy, na kterou
T. ] sila pisobi x/ X1
1)

j — Slozka dané sily do
sméru soufadné osy.
le :[Tua T),, T13]:[p19 _Tiza _Tis]
T, = [T219 Ty, Tzs] = [_ Tys P2y — 1:’23]
T3j = [T319 T;,, Tss]: [_ Tis  — Ts ps]

!

p,=p—1y, p, =p—"Th P; =P~ Ts;

Z

T22
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Hydrodynamika — Navier Stokesova rovnice, odvozeni

. . RIP
Silova rovnovaha na element kapaliny ve sméru osy x: \Tzﬁ ox; 4%
a,.p.dV=a,pdV+ | Y T,/
oT,, . F
+T,,.dx,.dx, —| T} +a—dx1 dx,.dx; + b L - :dXz < T+ gy,
X1 I i \E}Xl
- s
oT -
+T,,.dx,.dx; —| T,, + 8—2ldx2 dx,.dx, + / A
X2 T31+ %dx‘z sz
aT X 3) €
+T,,.dx,.dx, —| Ty, +6—31dx3 dx,.dx, X

3

Po Upravé dostaneme:

ol,, 0T, 0T,
P =8P T OX i OX i OX
1 2 3

Dosazenim za jednotlivé slozky vektoru ploSnych sil mame:

l@‘l‘l aT;I +8T’21 +8T’31
pox, plox, O0Ox, OXx,

d; =ay —



Hydrodynamika — Navier Stokesova rovnice, odvozeni

Podobnym zpiisobem muzeme udé€lat odvozeni pro ostatni slozky:

X3

X2

\sz + %g"*l dx
L N1
Ty C
|
dx. 7 et
Ts+ %‘jdx \Tzi
Xi

a, =a, - 1 dp 5p [GT“ 8T21 " arslj
p ﬁxl plox, 0x, OX,
2, =8, - 1 8p [8112 N ot), N 8t3zj
pox, plox, 0x, OX,
a,=a, - 1 8p [8113 N ot), N 8133j
pox, pl\lox, Ox, OX,
i = 0P+ T Ty T T
T'ij Ty Th  Ths
Ty Tn o Ty
ov. OV,




Hydrodynamika — Navier Stokesova rovnice, odvozeni

Newtonuv zakon

ov
T=T,=H axl v, =Chey
2
Zobecnény Newtonlv zakon
ov ov, OV
" ox; 0X,
ov.  Ov, 1op A 0%y v, o'v.
-V, =a,,, - L 0, e H L =]
Ot Ox, pox, |p " ox0x, p|OoOx,.Ox, OXOX, -
. . o°v. 2y,
AT AR St 9 o, v
ot 0x; p OX, P OX,0X; p OX,.0X; |
2 ]
5Vi+5ViV'_a _18p+p o7V,

ot ox, T pox, pox,ax,
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Hydrodynamika — Reynoldsova rovnice

Turbulentni proudéni— okamzitou
rychlost rozlozime na dvé Casti:

- Casov¢ stfedovanou rychlost

- Fluktuacni slozka.

%

V=V+V

Okam?zita rychlost
Casové stiedovana rychlost

Fluktuacni slozka.
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Hydrodynamika — Reynoldsova rovnice

Sttedni hodnoty soucti a soucinti:

V(l) -I—V(z) = V(1) +V(2)

/ —
Vi, Voo, = YV, TV Vi, =V, Ve,

!

_ '
Vo, Vo, = V.V, +V v

V'(l).V'(Z) # (0

Predpokladame, ze pro tlak take plati:

p =p+p =p



Hydrodynamika — Reynoldsova rovnice

Okam?zité hodnoty rychlosti a tlaki dosadime do N-S rovnice a provedeme sttedovani
pies Casovy usek At.

ov, OV, . Lop” p 0%

Vi=a,,; —— —
ot ox; ' N pox, poxox,

J

Po provedeni Casoveho stiedovani a vyuziti rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapali-
nu, pak dostavame Reynoldsovu rovnici

ov, 0Ov,
v, +

N _18p+,u o'v,
o ox, '

= r)i

p Ox, p Ox,.0x,




Hydrodynamika — Turbulentni napéti

Okam?zité hodnoty rychlosti a tlaki dosadime do N-S rovnice a provedeme sttedovani
pies Casovy usek At.

ov, ov ﬁ(v’i v’j)_ 1 0p L H o'v,
ot ox, ’ OX, T poox p Ox,.0x,




Hydrodynamika — Odhad velikosti turbulentniho napeti

Okam?zité hodnoty rychlosti a tlaki dosadime do N-S rovnice a provedeme sttedovani
pies Casovy usek At.

ov, ov ﬁ(v’i v’j)_ 1 0p L H o'v,
ot ox, ’ OX, T poox p Ox,.0x,




Hydrodynamika — casove stredované hodnoty

Sttedni hodnoty soucti a soucinti:

—_ 1 At 1 At At At At
vV, +v,= A_t'[(VI +Vv'+v, +V'2)dt :A_t(-[vldH_ IV'I dt + .[Vzdt-l- .[V'z dtJ =
0 0 0 0

0

1 At At 1
:A_t(VI '([dt+0+ Vz'([dt+OJ =A—t(V1At+ VZA'[)Z vV, +v,

At At

o 1 T 1
V.V, = A—t.[vl.(v2 +V'2)dt :A_VI'VZ-([dt+A_tV1-([V'2 dt=v,.v,

0

_ At
V.V, = Aitj‘(vl + v, )(V2 +v', )dt =

0

1 At 1 At 1 At 1 At
ZA—t.([VIVZdt-I-A—t.([VIVZdt-I-A—t.([VIVzdt-I-A—t.([Vledt:

— [
=V,V,+V,V,
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Hydrodynamika — Bernoulliho rovnice

Je odvozena z Eulerovy rovnice hydrodynamiky, za piredpokladi
Existuje potencial vnéjSich, hmotnostnich sil a ) = grad(U)

Uvazujeme 1dedlni kapalinu — neviskozni a nestlacitelnou

Jak je odvozena?

Integraci Eulerovy rovnice hydrodynamiky (pohybova rovnice ideélni kapaliny)
po n¢jaké krivce.

. 1 1
avl _gikm ‘Qm'vk +£ —V2 - a(f)i __a_p
Ot ox, \ 2 P Ox,

l

Tento Clen vymizi pokud:

€ == P

integrujeme po proudnici — Bernoulliho rovnice -

se jedna o potencialni proudéni — Lagrangelv integral (libovolna kiivka)



Hydrodynamika — Bernoulliho rovnice

1 7 p(l) 1 7 p(z) aV
—vi.4+oH, +—=—v,, , +oH,, + + Ldx.
U g o 2 2) T 8 ;[ PR

Bernoulliho rovnice vyjadiuje zakon zachovani energie mezi dvémi misty na

proudnici

V2

_ kinetickd mérna energie
2

p r W r *

— tlakova mérna energie
P

U polohovd mérna energie
ov

idx. zména urychlujici mérné energie mezi misty 1 a 2.
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Hydrodynamika — Bernoulliho rovnice

Rizn¢ tvary Bernoulliho rovnice Rozm¢ér
2 2 2 J
Vl+p1—UI:Vz+p2—U2+J‘atdL {—
2 p 2 p 1 kg
V2 V2 2
p. 71 +p, —p.U, =p. 72 +p, —p.U, + p.j adL [Pa]
1
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Hydrodynamika — Bernoulliho rovnice - odvozeni

Kiivka, po kter¢ budeme integrovat je proudnice.
Vychazime z nasledujici rovnice

or T xil 2 p ox,
J‘%dx —jgk Q v.dx + ﬂtl jdx —j a,,.dx, jl P» dx,
, Of p - Ox, \ 2 . ~ P OX,

Element proudnice mizeme vyjadiit

dx, = v, dt

L2 vodx, =gy 12 wvdt =0

ov, d (1 d
j 8t1 dx; +£dxi (EV ]dx = I— dx, _Idx (Bj.dxi

p 1
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Hydrodynamika — Bernouliho rovnice

Ptedchozi rovnici miizeme upravit

I—dx + —(lvz —U+Bjdxi =0
2 p

1 p 1
~Viy = U + ==V =
2 2

V piipadé, Ze na kapalinu pisobi pouze gravitacni zrychleni dostadvame

U=-gy+C
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Hydrodynamika — Lagrangeuv integral - odvozeni

V ptipadé potencidlniho proudéni musi platit Ze

Tedy Clen, ktery d€la neplechu vymizi automaticky. Integrovat tedy miizeme po libovolne
kiivce. Dale je tteba si uvédomit

oD ouU

V. =— af':_
L0x, M ox,

Pak miZeme integrovat po libovolné kiivce

0 (00D 1 o(p
£8Xi ( a )dx +I i (EV jdx —I— dx. —jaXi [E}dXi

ji a;i)+lV2—U+B x. =0
Ox; \ Ot 2 p

i%+ ! \% —U+B konst
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i | Obsan_|



Hydrodynamika — véta o zmeéné hybnosti.

Véta 0 zméné hybnosti je odvozena z Eulerovy rovnice hydrodynamiky, za
predpokladi.

Je odvozena pro idealni kapalinu — nestlacitelnou a neviskodzni

Jak je odvozena?

Integraci Eulerovy rovnice hydrodynamiky pies uvazovany (kontrolni) objem
kapaliny.

ov, N ov, v =a,, 1 op -dm = p.dV

ot Ox, P Ox,

OV _p ..p.dV—ja—p.dV
I;K at Vk Vk axi

Po Upravé, pti ktere vyuzijeme Gaus-Ostrogradského vétu dostaneme:

J p.xl..(aj.nj ).a’S + J p.vl..(vj.nj ).a’S =G, — J p-n.dS
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Hydrodynamika — véeta o zmeéné hybnosti.

Sila na obtékané téleso.

Ip.vi .(Vj.nj)dS =G, - Ip.ni.dS
Sk Sk
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Hydrodynamika — véta o zmené hybnosti -odvozeni

Vychazime z ERH, a integrujeme ji ptes zvoleny objem kapaliny, ve kterém chceme znat silove
pusobeni kapaliny.

Objem V je kontrolnim objemem. Integraly se budeme snazit upravit tak, abychom na né¢ mohli
Aplikovat Gauss-Ostrogradskeého vétu.

Uprava nestacionarniho ¢lenu

2
ov. 0 [0V, oV, ov. ox ov . ov,
- i — - . xi 4 J i — O 4 J 5U —
ot Ox;\ ot Ox .0t Ot Ox, ot ot
&]
Na takto upraveny nestacionarni ¢len miizeme aplikovat Gauss-Ostrogradského vétu A
ov, V]
|5 v = J g 9]
2ot _r
]

= J-p.a(t)j.nj X,.dS
Sk



Hydrodynamika — véta o zmené hybnosti -odvozeni

Vychazime z ERH, a integrujeme ji ptes zvoleny objem kapaliny, ve kterém chceme znat silove
pusobeni kapaliny.

javl- p.dV + J- o, v.pdV = ja(f),..p.dV— ja—p.dV

Vk Vk J Vi Vx i

Konvektivni ¢len miizeme upravit nasledujicim zptisobem.

ov, v,.p= ov, v.p -I—%.V..,O _ a(vl..vj.p)

O, O, ox, Ox,

Nyni budeme opét aplikovat GO vétu.

<O\V,.V..

( ! p).de J-v..v..n..,O.dV -

J o oy T A
VI.( J Sk .
|ag-pdV = |g.pdV =G, -
Vi 5 Vg

J-—p.dV = | pn.dV ul
7 0% Sk



Hydrodynamika — véta o zmené hybnosti -odvozeni

Vysledna rovnice tedy je ve tvaru:

Ip.xl..( a, dS+jpv V. n)dS G. - Ipn dsS
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