Potencialni proudéni

Metoda singularit



Spojité rozloZeni hustoty virivosti

Uvazujeme, Ze mame virovou sténu, na kter¢ je spojité rozloZeni vitivosti
dl = Q;.n;.dS =Qy-dh.d¢ =vy.d¢
Kde:

y = % =Qp.dh |

Je linearni hustota vifivosti



Nahrada mezni vrstvy

Cil: Pokusime se skute¢nou mezni vrstvu
nahradit nekone¢né tenkou mezni vrstvou,
ktera bude mit stejné u€inky jako mezni vrstva.

Pt1 prechodu pfes ni se bude rychlost ménit

z nuly na rychlost vngjSiho proudu.

Cirkulace kolem malého elementu mezni vrstvy
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Nahrada obtékaného profilu

Kiivku obrysu profilu ozna¢ime K.

K, - horni strana profilu

K_ - dolni strana profilu

L — stfedni ¢ara profilu

Podle pfedchoziho nahradime skuteCnou mezni vrstvu
nekonecné€ tenkou mezni vrstvou s hustotou cirkulace yy
Pak miZzeme psat

Cirkulaci kolem celého profilu mizeme vyjadrit

K

Dalsi feSeni miize pokraCovat dvéma sméry
Metoda singularit pro tenké profily — jde ve zjednoduSovani dal a vifivost se koncentruje na stiedni

caru

Metoda hranicnich virivych elementii — zistava u ndhrady mezni vrstvy



Metoda singularit — tenky profil

Co je to tenky profil?

Nejdiive zkusime vyjadrit elementarni cirkulaci kolem

elementu profilu dK-
dF = U_.dK_ - 17+.dK+ dK_

Vezmeme-li do uvahy ndhradu mezni vrstvy

dL
dI'=y_.dK_+y,.dK,

U tenkého profilu miZzeme s uspéchem predpokladat

dL = dK_ =dK,

Pokud vse ptfevedeme do jednoho souradného systému vztazenému ke stiedni are pak mizeme
psat:

dl = (yy +y.)dL = —-(vy, —v_).dL =y.dL

Cirkulace kolem celého profilu je dana integralem

F:jy.dL

L



Metoda singularit — tenky profil - korekce

Tim, Ze jsme umistili viry na stfedni ¢aru profilu
jsme uvnitf profilu zavedli fiktivni proudéni. Ke
shod¢ se skuteCnosti staci, aby rychlosti v
blizkosti stény profilu byly zvenci 1 zevnitf stejné.

Korekce na ménici se tloustku profilu. Pfi zméné
tloustky profilu ma stfedni Cara a sténa profilu
ruzny sklon.

V oblasti kde se méni tloust’ka profilu musime zavést
korekci.

Musime zmirnit ptedpoklad o elementarnich délkach.
dL + dK_ =dK,

Cirkulace kolem elementu profilu vSak musi zlstavat stejnd musi platit

dl' = —(UH_ - vt_).dL = —(v+ - v_).dK

Pro elementarni Giseky horni a dolni strany profilu by tedy mélo platit

dL

vti.dL:vi.dK vi :vti'd_K



Metoda singularit — tenky profil - korekce

dL
Ve = Vet

Podle obrazku mizeme psat

dK = |dL? + ds dL 2
B dL’
Oznacime

_ds
dL
Pak

8/

Vet

V1 + 672

vi:

Poznamka:
Tloust’ka profilu je modelovana rozloZzenim hustoty zdrojl a propadii (q) na stfedni Care.

Profil je tvofen uzavienou proudnici. Aby tomu tak bylo, pak musi platit:

jq.szO

L



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Na stfedni ¢afe profilu jsou umistény hustoty zdroji/propadii a hustota vitivosti.
Osamoceny profil je umistén v komplexni roving C.

Rychlost vyvolana:

Bodovym zdrojem/propadem
Q

— ip
= . e
2.T.T

Vo

Linearni hustotou zdroji/propadu
_q.dL
C2mr

ip
dvq e

Komplexn¢€ sdruzena rychlost
_q.dL

dv, = e"lo
2.7T.17

q

Bodovym virem

L cile+d)

Up = .
r 2.1T.7

Linearni hustotou vifivosti

G

dv, = —— . e"\?72
o
_ y.dL —i((p+£)
= 2
vy 2 C
.dL . T
dv, = ;ﬂ.r.e‘w.e—lf
.dL .
dv, = —i v e ¥



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Oba vztahy miZeme jesté upravit ”‘L/>°/
; = 44k _ —iydL
dvq - [ d’l) =
2.m.1.e¥ V' 2.mr.el

Vzhledem k tomu, Ze hustoty zdrojii, propadii a hustota vitfivosti bude umisténa na stejné
kfivce — stfednicare tak miZeme ob¢ rovnice sloucit do jedné a vyjadfit rychlost vyvolanou
liniovym elementem na kterém je umistén zdroj/propad a vitivost.

L _ (g—iy) dL
dv-dvq+dvy— S 7 o

Pokud se nachazime v komplexni rovin€  pak miizeme vztah jeSté upravit

T.el(p = (,_(L

' —je poloha bodu, kde chceme znat rychlost
C; —Je poloha bodu, kde je umistén zdroj propad ¢1 hustota vifivosti.

o _(g-iy) dL
dv = dv, + dv, = 2w =0




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Mame tedy vztah pro komplexné sdruzenou elementarni rychlost vyvolanou singularitami
na elementu stfedni ¢ary dLL

__(g-iy) dL
dv = =
2.7 ( - ( L
Chceme-li znat rychlost vyvolanou singularitami na cel€ stfedni care, pak musime provést
integraci.
f 01—-ly) dL
T =dL

Veli€iny q, vy a {; jsou funkcemi L, tedy se po stiedni ¢afe méni. Je dilezité s1 uvédomit, ze
plati

r:fydL ozfqu

L L

Prib¢hy q a y nezndme a je teba je urcit na zakladé okrajovych podminek. Je tfeba urcit
rychlost na stfedni ¢afe vyvolanou singularitami takt€z umisténymi na stfedni Care.



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Komplexné sdruzenou rychlost miiZzeme tedy vyjadiit nasledujicim zptisobem.

ff)(q—ly) dL
. ,L_(L

Problém této integrace je v tom, Ze tento integral je singularni. To znamena, ze rozdil £, -(;
je roven nule. Je tfeba to feSit ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty a pak tzv lokalni

rychlosti.
(’L+€
:ff)(q_l)/) dL ff) (q—Ly) dL
. (L -0
{rp—e
in
Vg + V¢ (79 .
Lokalni rychlost /C%
(Samoindukovana
rychlost) |
&'L CK:L
d d
2 3




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu — samoindukovana rychlost

Nejdiive se budeme zabyvat samoindukovanou rychlosti v;.
Jrp+e

f 01—110 dL
'L —1

{r—¢
Blizké okoli je velice mal€ to znamend, Ze miZzeme
predpokladat:

Kiivku miZeme nahradit pfimkou.

RozloZeni hustoty vifivosti a zdroji a propadi je konstantni

Pak:

o = (q—i.y) | dL
2.m L=
{r—¢
Transformacni vztah mezi obéma komplexnimi rovinami:
(=01 +ze%

Plati nasledujici relace:

a.da

L=a.tga dL =
cos?a

Cax =G = ('L +2ax.€%) = ('L +21.€%) = (244 — 2, ). €

in

= —a.(tga ¥i).eX



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu — samoindukovana rychlost

Ptedchozi relace dosadime do vztahu pro samoindukovanou rychlost

{rLte
—_ (q — L )/) jé :
‘ Iy cL "
- az

v___(q—l-)/) da (tga +1i)

L 2.m J cos?a.(tga ¥i).eix (tga +i)

aq

Zlomek v integralu rozsifime komplexné€ sdruzenym cislem. Pak

dostaneme: g

&
@-iv) [ 7
—__\MTtY) iy : —i F
VL= 2 f(tgail).da:_—(qz )/).e_lx f(tgaii).da
ay T u
Kde plati pro a—0 2
T T
al = _E az = E
Pak dostaneme
— 1. . _(y+1. .
W:_(q )/)_e_l)(_(oJr ) _rtig)

2. 2



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu — samoindukovana rychlost

Dostali jsme vztah pro komplexné sdruzenou rychlost
_(r+i ,
v, = +—()/ 5 Q).e_lx in

Realnou rychlost tedy dostaneme pfehozenim znameénka u
imaginarni ¢asti

— 1. .
_$(V q)_el

v, = > X

Jak to tedy nyni vypada s t€émi ostatnimi ¢astmi rychlosti? g



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Prvni Cast rychlosti miizeme upravit tak, ze zavedeme
modifikované hustoty zdroju a vifivosti a zavedeme
dalsi substituci.

¢ -
eyl
Z
7
" 3
2w
AN S P
J 2 -
‘ N
f
i

q=— =L
cosy ¥ cosy
. dL d§
=qg* =y*.cos =
q=q .cosy Y=Y X cosy

vR+vC_j{>(q—lV)_ dL ff)(q —ly)€L §L.€,d€€
L~ SL L~ SL

Prevedeme integraci na integraci pres thel

d

d
§ =—.cost d¢ = —.sin6.do

Pak:

do

5 4D _f(q —iLy) &L —-& —siné
RTTC 2.t (', — cosB' —cosb




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Mame tedy vztah pro indukovanou rychlost
T in
Y—iy") & — —sinf
VRt Ve = . ZHY)'g’L—?'COSH’—COSHdH ¢
. L L /T’/

° /C‘,zﬁ

Jak je to s funkcemi pro g* a y*?

3] E—
{eal

Nezname je! Co s tim?

N]D— £ T

Nl

Zvolime si je! Jak? Vhodng!

Vybereme Glauertovy tady.

n-1
9 -
y* = Z.Um. A(O).Cotg (E) + Z A(”)_Sln(#_ 9)
p=1

n
6
q* = 2.v,. Z B [K(u). cotg <§> — sin(u. 9)] Um = Voot
pu=1

Koeficienty 4, a B, nazyvame tzv. voln¢ koeficienty. Jejich pocet zavisi na volbé stupné
Galuertovych tad.

Co ale s koeficientem Km)?



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Aby byl profil uzavieny pak musi platit:
2 = -% 2 )
J q.dL =0 cosy J q d§ =0

1 q = q*.COSX 51 /Cm

Dosadime tam Glauertovu radu.

o\
K,.cotg ) —sin(u.0)|dé =0

& =
u=1

1

rojen

A

Pfevedeme to na integraci pies O

T n
Q)
J 2. V. Z B)- [Ku.cotg (E) — sin(u.0)|sin®.dO = 0
0 =
n
u=1
T G) T
Loy = fo cotg (E) .Sin®.dO = fo (14 c0s0).dO® =m
r =1
5 prou =

T
Iy =f sin(u.0).sin®.do =
0 Oprou>1




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Mame tedy
n
2. Uy Z By | Ku-Toy = Iy ] 40 = 0
u=1
MiiZzeme psat:

Ky-looy—Igy =0

1
—prou=1
v = lw _ 2 PO
L _
© Oprou>1

Pak po implementaci podminky pro uzavieny profil dostaneme pro Glauertovu fadu:

n
1 Q)
q" = 2.V B [E cotg (E) — sin@] — Z B(y- sin(u.0)
u=2

Pokud za tyto Glauertovy fady dosadime do vztahu pro v + v, pak jsou ty integraly reSitelne
analyticky. Budeme ptedpokladat, ze uz toto feSeni zname.



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

Pro uréeni volnych koeficientu 4, a B, musime najit ur¢ity pocet podminek v podstaté 2.n
podminek. Podminky budou napsany pro n bodu stfedni Cary.

Indukovanou rychlost nad a pod stfedni ¢arou muzeme vyjadrit
V=Vp t Vi =0V, +Vg+ v+ 7
_y—-iq) .

V = Uy + Vg +vC+y2—q.e‘X

Stredni rychlost na povrchu tedy mizeme vyjadrit

ULSZUOO-I-VR-I-UC

Stredni rychlost na povrchu tedy mizeme vyjadrit

Kinematickeé podminky
Prvni kinematicka podminka rika, Ze stfedni rychlost na stfedni ¢afe musi byt ke stfedni care

tena.
Druha kinematicka podminka rika, Ze uvniti rychlostniho profilu musi platit rovnice kontinuity.



Metoda singularit — Prvni kinematicka podminka

Tec¢nu ke stfedni ¢afe profilu v podstaté zname je vyjadiena tthlem . Musi tedy platit

VULs
tan y = —1

Vps¢
vLSn = tanX . vLsf

Voo + Ven + Vry = tan y . (Voor + Vg + Vge)

Celou rovnici prevedeme do bezrozmérného tvaru:

LR R R N (o s SR
17005 17005 17005




Metoda singularit — Druha kinematicka podminka

Pokud zkoumame profily konecné tlouStky, pak zavadime fiktivni proudéni uvnitt profilu a
musime respektovat rovnici kontinuity uvniti profilu.

Rovnice kontinuity

q dé
vL5.6+E.dL_vLS 6+a_LdL :O

o)

Vo = &
LSaL 2
o0&

CoS ¥

a6 q q"

vLSaf :2.cosX: 2

dL =

Vs = Vpse.COS Y + Vpgy.SIN Y

vL5=voo+vR+vC

v v Voo v v a6 *
[<1+ﬁ+ﬁ>.cosx+<v"+ L C">-Sin)(] -1

Um Um




Metoda singularit — kinematické podminky srhnuti

Pokud zkoumame profily konecné tlouStky, pak zavadime fiktivni proudéni uvnitt profilu a
musime respektovat rovnici kontinuity uvniti profilu.




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

A

n

C'OVT*\

G

e

gy



Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu
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Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu

m




Metoda singularit — obtékani osamoceného profilu
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